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(b) Rigid Rotation Configuration
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(c) Deformed Configuration
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Ȳ

X̄

I
J

,*7�
��"+%+�� �-���������������	�������
�������)�+������������B"���������)!+���"�	�
��������������B"����������	�)�+�	�9����	����B"�������
�



��������	
��
��������� :�����!
;��:��2�

���������� !"�#$%& �& �’� "���#:�����!
;��:��2’�

*�����������������������������������������9�����������������	�������
�����(����������������
������������	�������
����������"�������"�	�
�������	�!�	
�����	�������
���������	����-
���������	�9���������
��
�

"+ ��:�����!
;��:��2�3��2����,�
2����*���

� *���	�9���������	����������������	��������@��
����4��!������������9�����������
�����

ýï� 
 Þ3��� * ïk�� � * ïl� � * ïl� � * ïm�� * ïm�à�� )’
%+

(������

3�� 
 �MJ�S‹��‹RJ�M�* ïk�� 
 SONUTOJR��WMPONLRSTOJ�* ïl�� * ïl� � * ïm�� * ïm� 
 �MJWTJ��NOSRSTOJ�WMPONLRSTOJU�
*���������������c��������2��������������K��������������	�B��	��������������������������-
	�������
��������	�����	�������������	������������	���9�����!���
�
�
� *���!����	�9�����������	�B��	��!�������8K�������)’
%+����������������������	��-
����������!����	�9����������)�����9����<�������L#�2��������4��$/N�M+
����	��	�������	-
�����"�� �9� ���� ��-����������� 9����������� ��� ���� ����� (���� (����� �<�����"� ������
	��������������������9����������������!���	����	���������"��	������������9�����������
�����"�������	�9���������� ��� ������������ �
����
� �������	�9��������� ��������� ����!��
�����
��������	���	�!�����������	�B��������9�����������������������	�������
����������-
	����	�����9���"�	�!�	
�������������	�������	�9���������	����������������!��	�B��	�
	������

�

"+ +������!����*����������
2��*����

� *�������"�������9�����!����������������	�	������
�9�����������"�������	�������	�-
������)�� � ��¡�+���	�����������	�������������)�k�� �l���m�+��

3�� 
 4
� � �¢ —�#����k�� �  ���l�� � ¡���m��% � �k��" � �l��" � �m��" Ñ�� )’
�+

(�����

��� 
 �� $ ����k�� 
 �k� $ �k�����MS��� )’
’+

� *���	�9��������������������������������	�����"�����!�	
�����	�����������������

�9��������"�����������������	����������������������"�����!�����<�����
�
��Z *������������	����
��������������������
��@�����������!�	
�����	������������������9���������������������Z *�
�������(����������	����������	�9����	����B"�������������	�����������	����������9�����!���P��



:�����!
;��:��2� ��������	
��
���������

"���#:�����!
;��:��2’� ���������� !"�#$%& �& �’�

�<����9����	�9������������	��������	
��*������������"�������������������������Z *�(��������
��������������������Z � ��	������� ������"����	���9�	�9������������������
� �.�����"� ����
����������������	����!��(����Z *���	�Z ��

Z V Z * 
 * ïlZ" � * ïmZu�� )’
N+

(�����

* ïl 
 TU�S‹M�TJ�NMLMJSR��WMPONLRSTOJ�R�OKS�S‹M��O�R��� ï�R˛TU�
* ïm 
 TU�S‹M�TJ�NMLMJSR��WMPONLRSTOJ�R�OKS�S‹M��O�R��� ï�R˛TU�

*����������������������������������
����9����	�!
������9�����"�����!�	
������������
�9���������������������������������������������������������	�������
������

åææ
çæ
æŁª ï kH*ª ï lH*
ª ï mH* ØŒŒ

ºŒ
Œì 
 ��
����

åææ
çæ
æŁª � kH*ª � lH*
ª � mH* ØŒŒ

ºŒ
Œì�� )’
/+

��!��������"������!���������8K�������),
$�+�

Z V Z * 
 WMS rs
tZ Z" Zu4 � �ª ï kH* ª ï lH* ª ï mH* vw

x 
 $ª ï mH* Z" � ª ï lH* Zu 
 * ïlZ" � * ïmZu�� )’
$�+

*�����

* ïl 
 $ª ï mH* �* ïm 
 ª ï lH* �� )’
$$+

� *�������������	�9������������������������������	�9������������������������	�����9�
����������������������9�����������	���9�����!����������(�������������������<����9�����!�����

�
�
��ª ï"��* ���	�ª ï"��* H�����������ª ïu��* ���	�ª ïu��* �����	������!�����	
��*����������9����������������������
���	���������������C����	�������������������<����9�����!������
�
���

* ïk�� 
 Z 3 #Zï"�* V Zï"�* % 
 Z 3 WMS
rs
st
Z Z" Zuª ïk"�H* ª ïl"�H* ª ïm"�H*
ª ïk"�H* ª ïl"�H* ª ïm"�H* vw

wx 
 ª ïl"�H* ª ïm"�H* $ ª ïl"�H* ª ïm"�H* �� )’
$�+

��������������!�	
�������������9�ª �"��* ���	�ª �"��* ����������9����	��������������������������
����	�������
�����!�9�������9�����"�������	�����	�����������	����
�
�

"+ + �����!����*������9���
����,�
!���

� *����������(�������	��9�����������"��������������9������9�������@��
����4��!����
��������9������������

��� 9����������9������������"�����������������������9�����!������
"
���������-�����-
����������������

��� 	�����������"�-���-����4���������"��������9�����������
�



��������	
��
��������� :�����!
;��:��2�

���������� !"�#$%& �& �’� "�"�#:�����!
;��:��2’�

 �������
����
�����9�����������	������<������	���!��K�����
���������������	H�����	������
����"������������	����	������	����L@��
����4�������
��$/’’M
�
�

�<*���,�
!�+��*�������������<����9�����������������	�9������������"�������9�����!����3,����
"�����!
�8K�������)’
�+����	�����<�������O������

� ïk� 
 £V3�� )’
$&+

(�����

£V 
 6,�* 
 TU�S‹M�R˛TR��USTPPJMUU�
6 
 �NOUU�UM�STOJR��RNMR�OP�S‹M��MRL�, 
 ⁄OKJ�¥U�ƒOWK�KU�
�* 
 ONT�TJR���MJ�S‹�OP�S‹M��MRL�

�
:��-*�7���2����+��*���!��	��"�������������������	��������	�9�������������������!
�

p�§l��§l�q 

£l<

4 � {l 	
� � {l � $ {l� $ {l � � {l�åæç

æŁ* ïl�* ïl�ØŒº
Œì�� )’
$,�+�

a�§m��§m�d 
 £m<4 � {m ¯
� � {m � $ {m� $ {m � � {mÉp

* ïm�* ïm�q�� )’
$,!+

(�����8K�������)’
$,�+����9���!��	��"��������(ï $ � ï���������	�8K�������)’
$,!+����9���!��	-
��"��������(ï $ Gï������
��*���!��	��"���������������"�����!
�

£l< 
 ,�ll
�* � )’
$%�+�

£m< 
 ,�mm
�* � )’
$%!+�

�ll 
 88�ï"9�ï9�ï� )’
$%�+�

�mm 
 88�ï"9�ï9�ï� )’
$%	+

{l 
 4�,�ll.6Æ�" � )’
$%�+�

{m 
 4�,�mm.6Æ�" �� )’
$%9+�

=�����{��������������9�������.�������������	��������	�6Æ���������O��������������������
�
�

	�
�*�������2���+��*��������������������������������	�9������������������	�9���������
������������



:�����!
;��:��2� ��������	
��
���������

"�(�#:�����!
;��:��2’� ���������� !"�#$%& �& �’�

�§k� 
 £�* ïk�� �� )’
$�+

(�����

£� 
 .��* �� )’
$’+

��	��

� 
 88�ï� ï9�ï9�ï�� )’
$N+

�
� *����!����9�������������C�"�����������	�9���������	�������������"��������������
�
���8K�������)’
%+���
�
��

ýïf 
 Þ3��� * ïk��� * ïl�� * ïl�� * ïm�� * ïm�à�� )’
$/+

(�����

ýïf’ ï 
 üTJS�� )’
��+

��	�(����

’ ïHf 
 Þ� ïk�� �§k�� �§l�� �§l�� �§m�� �§m�à�� )’
�$+

*�����������"����������9��������������������9���	�9�����K����!������

� ïk� 
 $� ïk�
� ïm� 
 $�§l� ��§l�

�*
� ïl� 
 $�§m� ��§m�

�*

�
�§k� 
 $�§k�
� ïm� 
 $� ïm�
� ïl� 
 $� ïl�

� )’
��+

"+ +%��F/-��*�7��
��:�-�����
-*�����F�*��0�!��
��

� *��� !�	
� ����	������ ����� �������� ���� ��	���	� ����"� ���� ��(���4� /-:����	�
L��(���4�$/%/M�(����/ 
 ���(����������������	�����������������������	�O������������	�
L@��
����4��$/’,M
���������������������!�	
������������������������������	���	�����"�����
9�������

i�H�� 
 i�H� � ˇ	Wi�
H�

W	 � ˇ	"
�
W"i�H�W	" �� )’
�&+

(������������������������9��� ��� ����������������	�������!����������9��� ��� ���������������
�����������������"�����!�	
�����	����������	
��*��������	�������������������!�����K�������
�����������	�!
��������K���������9�����9���������������
�����

Wi�H�W	 
 : V i��
W"i�H�W	" 
 : V �: V i�
 � �œ� V i�
��

)’
�,+



��������	
��
��������� :�����!
;��:��2�

���������� !"�#$%& �& �’� "���#:�����!
;��:��2’�

(���������	����������������9���"������������
���	��������������������������
���!�����	�
9��������������������K���������9�������
��3���������!����������������!�������	������8K��-
�����)’
�&+��������	����9�������9��������������������!�������

i�H�� 
 i�H� � ˇ	�: V i�
 � ˇ	"
� ��: V �: V i�
 � �œ� V i�
���� )’
�%+

�
� *�� �!����� ���� 9����������� 9��� ������	���	� ����������� �9� ��������� ��������� ����
!�	
�����	�������
������������������
������	���	����!��B<�	���	����������	������	����
�9�8K�������)’
�%+����9����	�(�����������������������!����	���	
��.����<������������	����
������������������9�iu������	������	�����9�8K�������)’
�%+��(����� 
 5�����9����	�(����� ��
(���������!��������B�	�����������������

��kuH�� 
 i H� 3 iuH�� 
 ˇ	�lH� � ˇ	"
� ¤�kH��mH� � �lH�'�� )’
��+

��������
��

��luH�� 
 i"H� 3 iuH�� 
 ˇ	�kH� � ˇ	"
� ¤�lH��mH� � �kH�'�

��muH�� 
 i H� 3 i"H�� 
 ˇ	�m� � ˇ	"
� ¤�kH��lH� � �mH�'��

)’
�’+

*�����������"������������iuH�� ���	�i H�� �����9���	�!
�����"���������
���	������"����-
��
��(�����������������	������������"����������������(�����������	����"���������������������

����K��	���������������������	������������������!���"����	
��������iuH�� �������������������
��������
������	����������������

��muH�� 
 “4 $ ¤��kuH�� '" $ ¤��luH�� '"�� )’
�N+

��<����9�������������	��������k H�� î 4�������"������
�
���	��
��m H�� 
 $��ku��� � ��l H�� ��lu�H�� 

��muH�� 
�� )’
�/+

*���������������k ��� ���������9���	�!
���9�����"���������
��
��k H�� 
 “4 $ ¤��l H�� '" $ ¤��m H�� '"�� )’
&�+

*�����	���	�������������9�i ���	�iu�����	�B��	�����������������!�	
�����	����������
����������7
��*�����������������	������	�	�B������������9��������������<��8K�������)’
$+��
�������������7 � 4��������	���	��������������i ���	�iu����������9����	��������"��!�������-
	�������
����������"�8K�������)’
$+�(��������	�B��	���������7����	�����������������������	-
����������	����9����i"






��������	
��
��������� )�7
����*��:��2�

���������� !"�#$%& �& �’� (���#)�7
����*��:��2’�

(����

)�7
����*��:��2�

� *���=�"���-7���!������������9������������!���	��������������L=�"������	�7���
$/N$���$/N$!M�	�������	��������(�������B����!������������(������������	
�����������������
	�����!���K����������

S� ������������������
��!C�������)��"�	�!�	
�����������	������"���������������+������(��"�
9������������������9�B������������������������������
�����������������������H�

S� ��������������(�����������
��������������������������������A�����
���	���!��������

S� �������������!���(��������!���4�����������!����������������������!���	������	�"��-
�����	�!���4���������9����������H��

S� ��������	���B�����������������������������
��*����		�	�����������������	�	������-
���������������������������������������������9�������������������9���������������
����������������������"��B����
�

(+���5��2��
��

� *���=�"���-7���!���������������!���	������	�"�����������9�������������������N-
��	������	�������������������������"�����	�!
�����	���������L$/’�M
��>��������������	����-
�������������������������"��9�����!��������!��

(/C� D� E2 
 FGV/C� D� E2�V
|

V
 
�� )N
$+

(�����

GV/C� D� E2 
 �4 � CVC
/4 � DVD2�4 � EVE
} �� )N
�+

(�����(���������!�����
�����������������������/C � D� E2������������������������	��������(V�
��������"��!�����	�������	��������9���	��y����	�GV�����������������������9�������������-
����	������	��y���
�
���/CV� DV� EV2������/C � D� E2���������	������	��y
�
�



)�7
����*��:��2� ��������	
��
���������

(� �#)�7
����*��:��2’� ���������� !"�#$%& �& �’�

� �������!����"������
��C ��
�

���
�������������������"������<����9�����!������	�
��������	������������/D� E2�	�B��������������������������������
��*��	�"������������N-��	��
!���4�"������
�����������-��	��!����"������
������9������	������C 
 $4���	����C 
 4��

�
���!���	�����������"�����	��(��������������������������	������������������	�"������9�9���-
	��
��5����"���������<�����!�����	���B!��������	�B��	�����������	��9����������"�������-
���������	�"������9� 9���	��
� �.�"����N
$� ���(���� �����������9� ����!������ ��!����	� ����
!�����������
��*���������"��9�����!��������!�����������!�����������������������	������
�������������

(/C � D� E2 
 (��C
 � �/C � D� E2��
 (��C
 � �«�C � E
 � �‹/C� D2�� )N
&+

(�����(��	���������������������������������������������9��������<����9�����!�������	��« ���	��‹�������������������������������(����������<��������	�B�������B!���	���������������"�������
�����
�����������������

(��C
 
 FG �C
(�" ��
)N
,+

�

�

�

Biunit Cube

Beam Element

Top Surface

Bottom Surface

�̄

+1

-1

0

Nodal fibers

�

�

�

z+
�

z-
�

x-
�

x+
�

x^�

x̄�

x^

�

X

� ,*7�
���+�+��=�"���-7���!�����������
�



��������	
��
��������� )�7
����*��:��2�

���������� !"�#$%& �& �’� (�%�#)�7
����*��:��2’�

�‹/C� D2 
 FGV�C
�‹V/D2
"

V
 
��

�«�C � E
 
 FGV�C
�«V�E

"

V
 
��

3���������	��������������!�����
�����������������9������������(�����������������	�!
��������-�
	�����������������9��������G�C
���������"��������"��!�������������9������(��!������	���
�����	�B���������9��������<�����
�
��(�›
��#�������O�������9��������<�������9������������������	�
!
�����"������-	����������� ������ 9�������� ����"� ����B!���	����������� �
�
���‹V�D
� ��	��«V�E
�(�����

�‹V/D2 
 �‹V/D2�§‹V��‹V/D2 
 G�/D2�‹V� �G$/D2�‹V$ �
G�/D2 
 /4 � D2

� �
G$/D2 
 /4 $ D2

� �

�«V�E
 
 �«V�E
�§«V��«V�E
 
 G��E
�«V� �G$�E
�«V$ �
G��E
 
 �4 � E


� �
G$�E
 
 �4 $ E


� �
)N
%+

(������«�E
���	��‹�D
�����U����4�����9��������V
�
�
� *���=�"���-7���!����9����������������9��������������������������		���������C �����
�������������9��������<�����	�	�B���������������B!���	���������
�� ����	��������(�����������

��������(«V� ���	�(«V$ �������	��������������	�!���������9�����������������
�������	��y
��*����
(�«V 
 4

� #4 $ E �%(«V$ � #4 � E �%(«V� ��
�§«V 
 #(«V� $ («V$ %

fi(«V� $ («V$ fi ��
�«V� 
 4

� #4 $ E �%fl(«V� $ («V$ fl��
�«V$ 
 $4

� #4 � E �%fl(«V� $ («V$ fl��

(�‹V 
 4
� #4 $ E �%(‹V$ � #4 � E �%(‹V� ��

�§‹V 
 #(‹V� $ (‹V$ %
fl(‹V� $ (‹V$ fl ��

�‹V� 
 4
� /4 $ D�2fl(‹V� $ (‹V$ fl��

�‹V$ 
 $4
� /4 � D�2fl(‹V� $ (‹V$ fl��

)N
�+

(�������3����������8����	��������
��*�����9����������9������
�!��������	����������	���9����
�9�����!��������O��������������������9����
��*��������!����
�������9������������������������
�������������������"������������9������������������9�!��������������������	�������������	�
�O������"������������������9���!�������O������������O���	�������
��*�����9����������9�����

����������	�(����������!������������!
������9
��"������������9����������������D����	�E ���
)������(������������9�.�"����N
$+
��3�����������������������4����������������T$����[$������
��9��������<��� ��� ������	�����������������9������9� ����!���
� � �9� ���
������������2����� ����
��9��������<�������������������
�
�
� *�������������������������������������	����	�����!������"������
��9� ����!����
��������� ������	� ��� ������������ ����!������������	�������������� �
�
����� ��������������
��������������
���"��������	�������������������������	������������9��������<���	�������-
��������	��������������������	�(��������B!���	�����������



)�7
����*��:��2� ��������	
��
���������

(���#)�7
����*��:��2’� ���������� !"�#$%& �& �’�

ô/C � D� E2 
 ô�����C
 �°/C � D� E2��
 ô�����C
 �°«�C � E
 �°‹/C� D2�� )N
’+

*�����9��������<�����������������	����������

ô�����C
 
 FGV�C
ô����V
"

V
 
�� )N
N+

*���	���������������������������������	�����"�������9��������<���

°‹/C� D2 
 FGV�C
°‹V/D2�"

V
 
�

°«�C � E
 
 FGV�C
°«V�E
"

V
 
��

)N
/+

*���B!���	��������������������������	������������
�(������������4������

°‹V/D2 
 �‹V/D2°�‹V��°«V�E
 
 �«V�E
°�«V�� )N
$�+

(�����ô��������	�������������9���"��������������ô������������	�������������9����������������
��9����������9�������	�–��������UB!���	�����������V����������
��*�����������9�����B!����
����!������������	�����������	�����������������������������(����!��	�������	
�
�
� =�"������	�7��������	���	�������������������9����(�����	��������������	�����������
���(�����.�"����N
������	�����!��������������	�9����	����B"��������(�������������������
��9����������B"�������
���

G 
 G���� � †�� G���� 
 (� � ô������G����V 
 (�V � ô����V��
† 
 � �°��†V 
 �V �°V��

†§‹V 
 �§‹V �°�‹V��†§«V 
 �§«V �°�«V�� )N
$$+

��������!�����������������	����.�"����N
�������(�K������������9������������9����������B"���-
����������G�K������������9������������	���	�)	�9����	+����B"����������	�����ô�K����������
���� ����	������������
� �*�����������������������
��������������������!����3 �
� ��� ��	������
��9������� ���9���� K����������� �� ������������ ������ �3 ï
� ��� ��	������ ����� ������� K�����������
��(���������������9�����������������	����������������	��������������������9���B!���	�������-
�����
��*���������	�����������	�9����	����B"����������(���������K�����������������	�	���
������9����������9����	������������ô�������	��������������	���	���B!���	������������°
��*���
��	���B!���	�����������������	�B��	��������B!�������	�������
������	�����!�	����������<��
��!�������
�



��������	
��
��������� )�7
����*��:��2�

���������� !"�#$%& �& �’� (���#)�7
����*��:��2’�

(+ ��,*��
����
-*����������2�

� .�����!�����������������4��(��K����������(����!������	��������������9�������9��-
����� ���9����� �� �!�����	� 9���� ���� �������������� �K���������9����������	� ���� �����������
K��������������������	���!�����	�9��������������������K���������9�������
��3������������
����������������4������������������������!��(������	���������������	�B!���	�������������°
��*����������2�	���������������!��(�������������������������������̌ °������������������
��������������"�����!
��

åææ
çæ
æŁˇ–§‹ ˇ–§‹"
ˇ–§‹uØŒŒº

ŒŒì 

rs
ss
t �  ï‹u $ ï‹"
$ ï‹u �  ï‹  ï‹" $ ï‹ � vw

ww
x
åæç
æŁˇ* ˇ*"ˇ*uØŒº

Œì 
 Û‹ˇ‡��

åææ
çæ
æŁˇ–§« ˇ–§«"
ˇ–§«uØŒŒº

ŒŒì 

rs
sst

�  ï«u $ ï«"
$ ï«u �  ï«  ï«" $ ï« � vw

wwxåæç
æŁˇ* ˇ*"ˇ*uØŒº

Œì 
 Û«ˇ‡��
)N
$�+

�
� 8K��������)N
$�+��������	���������9��������������������B!�������	����������������
������������������������������K���������9�������
��*��������	-��	�����������������������
��	����9�����������	������=�"������	�3��"���L$/N�M�������	������	��������B!������������

 ï‹��^� 
 s���ˇ*
 ï‹��^�� ï«��^� 
 s���ˇ*
 ï«��^�� )N
$&+

�����

Deformed Configuration
Reference Surface

reference axis in
undeformed 
geometry

(parallel construction)

x

X

x̄

Y

Uu

ū
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(b) Construction of element coordinates
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LEVEL L1 - Do over each element group
                      gather data, midstep geometry calculation

LEVEL 2 - For each thickness integration point
                   center of element calculations for selective
                   reduced integration

LEVEL 3 - Do over 4 Gauss points
                   stress update and force
                   contributions

LEVEL 2 - Completion

LEVEL L1 - Completion
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A reference surface is constructed within
the solid shell element and the local reference
system is defined. 
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The bulk unloading modulus is used
if the volumetric crushing option is on 
(VCR = 0).  In thiscase the aterial's response
follows the black arrows.

Loading and unloading (along the 
grey arows) follows the input curve 
when the volumetric crushing option 
is off (VCR = 1.0)
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 .EÊ � �E#x^� $ x^%��
)�&
�$
N+

�
� �9���� ��������"�A���(������8K������� )$N
&�+� ����!����� ���� ����
� ������
� �*����
��	���(�������	��������������!��������9���B�����	��������������	�����������������"��������
�����������������
�
�
� .����������������������������������������"����	�����������	�������	���	������������-
�������������	�������
����
���������������	������������������������<�������������	������-
����������"������������	�9����	����B"�������
��*����������������������	��9�������������
������������




����
*�����-���� ��������	
��
���������

 %�"��#����
*�����-���’� ���������� !"�#$%& �& �’�

 %+  ������
*�����-���  4���
��7��
��7���2/��*���,�*��
��

��-���

� .�����������B������������������������������	��������������9���������������
��*���������
L ���"���	� ���"�$/N’���$/N’!M��

S� A �����"���	������������������"���
S� A"��������������������������"���
S� A "�������������"���
S� 1"������������������������������"���
S� �����������������������������������
�

A ��A"��A "����	�1"������!�����	�9������������������"��������������
� ��� ���	�B��	�!
�
���������������������-�������������������
���������������������������������"���������������9�
��������������

. 
 4
, �� $ : �"
��

." 
 4
," ��" $ :"� 
��

�. " 
 4. "
� " � �� "u ��

)�&
��
$+

*�������	��K�������	�B�������������������������������������������
��)�������������7�-��-
������������������� ���� ������� "u � ��� ���� ����	��K������� �����"�����	
+� ���B!��������<�
�������"��������"�����������	���"����	���

� � 

� ""�. " �

5� �� "�A ""�. " �
5� �A "�

�� )�&
��
�+

(�������������������9������������������������������������"��
�
�
3�����" y ������������<�����4��"�9�������������������	��������	�9����

+ý›���o 
 ˘�"A"˙
" � � � �� )�&
��
&+

(�����9����������������	�(��������+ý›���o y 4
���9�+ý›���o y 4������������������������������
,"��. "��: ����	�:"������������2���
�
�
*���������������9�������������������"��������



��������	
��
��������� ����
*�����-����

���������� !"�#$%& �& �’�  %�""�#����
*�����-���’�

+c�ýœ 
 ˘ �"�A "˙
" � rs

t˘ 1"�A "˙
" $ 4vw

x �"1" � � � �� )�&
��
,+

(�����9����������������	�(��������+c�ý� y 4
���9�+c�ý� y 4������������������������������
,"��: ����	�:"������������2���
�
�
*���B����9���������	�����	������B!���!���4�"��(����� y ��

+���”� 
 ˘� � ˙
" � � � �� )�&
��
%+

.����������������	�(��������+���”� y 4
���9�+���”� y 4���������������������, ��,"��. "�: ���	�:"������������2���
�
�
.�������	�����9������9���������	�����������	��"����	����������������������	�������

+�”ß›ý 
 ˘LR˛������ �u
�u ˙" � ˘�"u�"u˙
" � ˘�u �u ˙

"�
*��������������������		���������������������������
�

S� Au����������������������"���
S� A"u������������������������"���
S� Au ������������������������"���

)�&
��
$,�+

�
.�������	��������O�����9�+ý›���o y 4�������������������������������������	���	����2���
�����-
�����
��"���	����������	�B�	��9�+ý›���o y 4H����
��"������	�B�	��9�+c�ý� y 4H���	��u�����
��	����������	�B�	��9��+�”ß›ý y 4
�.��������9��������������� ���"���	��u��������
���	���	�
(������������������������������




����
*�����-���� ��������	
��
���������

 %�"(�#����
*�����-���’� ���������� !"�#$%& �& �’�

 %+ %������
*�����-��� %4��	
�
2���.
�
��
�/*!�3����*!�D*�
�

� ���
6���

� ����������������������9��������-	����������������������������7�"���"����9����-
�������������	
����������������������������������(�������������������	�#����-G������O��������
Ö��������?����-��
��Q������������������

Ö 
 þ 3 � 
 ¶fþß¶ 3 ��� )�&
�&
$+

(�����¶�������������9��������������<�L ��4�$/’,M
�

¶ 


rs
ss
ss
ss
t � " � " � " � � � � � � �"" �"" �"" �"�" �"�" �"�"�u" �u" �u" �u�u �u�u �u�u�� �" �� �" �� �" �� �" � � � 
 �� �" ��"� 
 �� �" � �"� 
��"�u ��"�u ��"�u ��"�u � �u�"
 ��"�u ��u�"
 ��"�u � �u�"
��u� ��u� ��u� ��u� � � �u
 ��u� �� �u
 ��u� � � �u
v

ww
ww
ww
wx
�� )�&
�&
�+

�������������������	�����������������
��[ 
 ��� ����" � ���u��������PON��� 
 4� �� 5�� )�&
�&
&+

��	���[�	���������������������<��
��*���������������	����	����������������������<�þß����
	�B��	�����������9���������������<������

þß$ 


rs
ss
ss
ss
ss
ss
ss
ss
st

4
,  �x
 $ :" �x
,""�x
 $ :u �x
,uu�x
 � � �

$ : "�x
,  �x

4

,""�x
 $ :u"�x
,uu�x
 � � �
$ : u�x
,  �x
 $ :"u�x
,�""�x


4
,uu�x
 � � �

� � � 4. "�x
 � �
� � � � 4."u�x
 �
� � � � � 4.u �x
vw

ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
wx

�� )�&
�&
,+

(�����������!��������	��������������������<�����
�
��

:�� 
 ]k[L�k[0����RJW����,�� 
 ,k[L�� )�&
�&
%+

�
� ������þß�����
�������� : ",  


:" ,"" � MS��� )�&
�&
�+



��������	
��
��������� ����
*�����-����

���������� !"�#$%& �& �’�  %�"��#����
*�����-���’�

�
� *�����������9�?����-��
��Q���������������������������

�f 
 �,  ,"" ,uu , " ,"u ,u ��� )�&
�&
’+

(����������	����������������������������(�������������"����	����������

.VV̂� 
 .VV̂ � �V ˘x^� "˙ —x^� $ x^Ñ��

.<<̂� 
 .<<̂ � �< ˘x^� "˙ —x^� $ x^Ñ��

.EÊ� 
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Curve extends into negative volumetric 
strain quadrant since LS-DYNA will 
extrapolate using the two end points. It 
is important that the extropolation does 
not extend into the negative stress 
region.

unloading and
reloading path

Unloading is based on the interpolated Young’s 
moduli which must provide an unloading 
tangent that exceeds the loading tangent.
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Typical unloading
curves determined by
the hysteretic unloading
factor. With the shape
factor equal to unity.

Unloading
curves

Typical unloading for
a large shape factor, e.g. 
5.0-8.0, and a small 
hystereticfactor, e.g., 0.010.

Strain Strain
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