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W3I� W3\, �\� W3† � N��’����$�	������ $����#��*��C�	��!	$�		��,�����8N����’	�!��
�#�����,�	��������*��$’�����6���	�����*����	������&����"�*�
	’!	�7’���,���	����������	��������$���(#�

2I��2\��\��2‡� 2�W7��>’��	�O����$��,���’�������?@�	����7’�������������4	#�
4I��4\��\��4‡ � 4�W7��>’����		?�@�	����7’�������������4	#�
FI��F\��\��F‡� %’�4�’�������&����’�’	�>’��	�O����$��,���’�������?�

��,$-;#<�

�*�� �!’�����$��,�$���������� �	� ������� ��� *�� ������������&(�1��"*�$*� �	� ��$���	���
�$$�����&����������&(���,�	����������	��� �’�$������� ����$’����>��D/?#�
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��C����!(�

n � 2�W7� C c�4�W7�1�
���*��������&�,*�	�#���*�����’����$�	������W7 ���	�&�����!(�*����’������&���*�����*��
�������� ���’���� �#� � 5�������&� �$$’�	� ����&� *�� ’�������&� !’�4� ���’�’	� �� *��
,��		’��� $’�L#� ��*��,��		’��� $’�L�� �� ��	���� ������ �	���C���� ��� *����������������
��C�����#����������&���"�(	������"	�*��’�������&�,�*���*��,����"*����’�������&�
!�&�������$����’�	����*��������&�,�*@�	���K�&’���83�+��#�5,������,���	������	���"�
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�������$���(#���*����C������$����6��������*����	������&���#�

���� ����� $’���� ��C���&� �!’����� �’�$���� 4#� � ���� �7’����� ���
�����4	#�

W7S��W7T��\��W7† � N��’����$� 	������ $������ "*������ �	� *�� �������� ���’��#� � �*��
C�	� �!	$�		�� ,����� 8N��� �’	� !�� �#�� ��� ,�	����� ��� *�� $’����
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4I��4\��\��4‡ � ��!’�����,���	������’�$����4�>’����		?#�

��,$-;#<�

�*���!’������7’��������	����������	� ����������������������&(#� �
��		’����	���C����
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A � 2�W7� C c4�W7�1�
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�����,���	������	���"��	�����(�!��’	���"*�����C���&�*���!’������’�$���	#� ����
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	���������$����,���’$��7’��������	���������$����������"���������6’����’�������*��
"�� >�������?� 	,�$��	#� ��*����6’��� �’��� ���� *�� 	������� �&����������&��"*�������
T���� ���� ������� ��+�U� �		’��	� *�� !�*� ,��		’��	� ���� ��,���’��	� ���� $��,����(�
�7’���!����� �	� *�� ���$����,��$���	#� �P�"������ *����6’��� �’��� $��� !������C��� ��
����"� ��� *������ $���’$���� ��� ,������ *����&� ��� *�� 	����� !(� *�� ���$���� ,���’$�
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,��		’����7’���!��’���		’�,���	����������#� ��*���7’����	���� 	��� $’�����(�’	��� ���
*��!’�������������*��V ���9�’���	����*���������� ���	�$�����’��������*��,����$�
&�	���"��!’��*����7’����	����	���$���!����	��(���,�������#��D��*�	�,��,������!’����
*��&�	��’	�����&���,���’$���!(�*��!’����&�	���’���F�����!�(	�*��,����$�&�	���"�
�	� ��C��	� *�����!�&�!’���(�*���� ��!�����������	����������� ���J	�&�	��� *��*�&*�
,��		’��	�������,���’��	�,���’$������*��,��,������$*��!��#���*��$*���$������$����
���� ��"� �	�,��		’����,���$���&�����(�����	’���$���������,������� �	�������	�*�&*�
,��		’���!’���,��$�		�	#� � *��� *�� ��,���’���,��C������ *�����$��&�	(	����	�"����
4��"�����,���’�����,������.��*���’	�$*���$���4����$	�$���!��’	��#�
�
���$�� *�� ���!�&� ,��,������ $��,�	����� ���� ,��������$�� ���� ���� $��,��(� ,������
������������ �� �	� ���(� ��S$’�� �� �!���� *�� ��7’����� ����������� ���� !’��� ����
�������&#��P�"������D�,�������*���$���D��’	���	�>D�D?����,�������	’,,�����,��		’���
�6,������ ,���$��� &�����(�� ,�$4��&� ���	�(�� *��� ��� ���$����� ���� ���	,*���$�
,��		’��� !’��� ��������"*�$*� ����"���’	� ��������,� *���’����$��������� ,��	�����
*���� ���� *���� 1�1�� ]� K��3�� ������� ���!�&� ,��,�����#� � �*�� ��Z�&������ ������� �	�
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����U#��
�



����89��9����
�8����A���)�
� ����


����
������ �����������
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������

n � h6�oS· C i6�oT· C k23D� � ���&�
"*���� n� �	� ,��		’��� >���)!��	?���� �	� *�� �������� 	,�$�C$� ���’��� >�����	�� ��� ��������
���	�(?��k��	�*��9�’���	���$��S$�����23��	�*���$�,�$�(�>���)!��	��$$A$$[=?��4��	�*��
��,���’������[=�����	�*��$�����’��������h��i��jI�����j\������$��	��	#������&�h �
i � -�(����	�*���������� ���J	�$�����’����7’��������	��#���*��V ���7’��������	���
�	� &�������(� ’	��’�� �� ,��		’��	� �!���� 	������� 4���!��	�� "*���� *�� ���� ����  ���J	� �	�
’	��’����,��		’��	�!���"�*�����&�������!����*�����&������"*�$*�*��,����$�&�	���"�
*���	#��.���������(��	���&�h � i � � � -�(����	�*��,����$�&�	���"#��D���$$’�������’�	�
���k� ���� 23� ,�’	� *�� $����$� ��	��!’���� !�"���� Q$���R� $��,��		���� ���� ��������
����&��	�����’	����*��$��$’�������,���’��	��������(����	���!�������*’	�$���!��’	���
��$*�$4�,��,������,��������$�#�
�
�*�����$��������’	�������*��,��,��������Z�&������,��$�		��	����*��������

µ�
µf � ¶� � ��•��n‚'““«““‹

�b„b„$��� 
C �� � ��”��nu'““«““‹

„$��� <b„bI
�

"*�������	�*�����$�������$���>� � -���,���	�������$������ � ��	�$��,�������$���?��f�
�	����������n��	�,��		’���>���)!��	?�����»��…��‰��¾��¿���$��� �������$��� <�����$��	��	�’	���
����	$��!��*��,��		’�����,�����$������	’���$���������,�����$�����*�����$�������	#��
�"��>�������?�,��		’�����,���������$�������	�������$�’�������$�	��*��,��,�������	���
��6’�������6*�!������	*��,�$*��&��������$����������	����,��		’��������,���’��#��
%’����&� 	’���$�� ����� ��,�����$��	� $��� !�� �,,��6������ ’	��&� *�� � � ��•��� ���	#��
3*�������	����*�����$����������"��	’$*��	�.��*���’	���,���’�����,������6�À oD� ��
(,�� ���	�� $��� !�� ’	���� !’� *�	�� ��7’���� ���(� �$$’���� ��,���’��	� $��$’�����	#��
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Damage grows slowly 

right after instability and 

quickly close to failure

Damage grows quickly 

right after instability and 
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Effect in uniaxial tension
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����,������������"��’	��*��	’!	$��,���������������	,�$�C$����#������*��	��		��h�	�	����
*������&�����!(�

h � � ‰�h�;����;	¥�CI�
��I ��*�

�*����������*�����4	�����	,�$�C���!(�*��’	�����6$�,�������,�		�!�����	�����"*�$*��	�
��������(�$���������*��"��&*	�������	’����’��(�>"*��$��*��]�����*���’�!������
���	� ��� *�� 	’�� �!���?#� � �*�	� ��	� ���4�"���� &�� �	� 	��		�h;����;	¥CI� ���(� ����� *��
��������������"�*�’���(������	�$���	�������	�"��&*�"����!��

‰;����;	¥CI �  � � ‰�;����;	¥
��I ��&�

*�� �	�� E’	� ���’&*� ���� *�� ����"��&*� �� 	’�� �� #� �*�� 	��		� ���� ��$*� ���4�"���� !��
��������6�� ����"*�$*�"�����,� *��	’!	$��,� �� ���� *��	�4�����$����(��������,*�	�F��
*��*�	�C�	�,���"�������(�����$���,�����,��	�$�(��	��$����	$����	�$�(��	�	���"*��
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���� ��� ���	�$� ���� �����	�$� ,��#� � �*�	� ��$��,�	����� �	� ��� &������� ��� ������� ����
��,���	�’,���*��’�����(��&����������������!’�����4��*��&	�	��,���"��$���!�&���
!(���	��$��&��’�	����	�����	����������������$���6#��D��*�	�$�	��*����$��,�	�����
�	�����������	��

i � i� C iK��&�
"*����i��	�*��������>&����?�	������i���	�*����������	����������iK��	�*������������	����#��.�
��������������*������’�	������������&�*��	��		�����*�����	�$�	������"*�$*�$���
!��"������	�

h � h�i�� � h�i � iK�*�
�*�� �������� ������ ’	��� �	� �� !�	�	� ���� *�	� ���’���� *�� �	�� *�� ������ ����$���� !(�
,��������)D/��!�����*�����$	��	�*���’�$����h�j�#� D����������	�$�(��	���������*��
�������iK � k�����*��	��		�"����!��&�����!(�h�i�#�D��	�	��,�(���,���������’��������*��
�������������� ��� *�� �!	��$����� *�	�4�("���#� � K��� ������� ���	�$�(�� ���� ��	��$��� *��
�’�$����"�’���!��&�����!(�P��4�J	���"�

h�i� � li��&�
"*����l� �	� *��P��4�����	�$�(� ��	��#� �1�����		� ��	�(�� *���������������� �	����$���
�����"�*������	�$���	���������’	�4���	��	’$*��	�,��	�$�(��$���,��*�������6,��	��������
��	$����	�$�(��	��*�������!���iK��	���	��$�����*�������	�$���	�	,�$�C$���(���C����*����

...
1 2 3

Elastoplastic

contribution 

Viscoelastic

contribution 

NIELINKS An extra link is 

added if the 

weights do not 

sum to unity. 

� � .+-�����=���$*����$����"����*�"������	�$�(��	���������*�������#�
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iK � iKI C iK\ C iK� Cm��*�
P������$*�	’,��	$��,���� *����&*�*����	���� �����	� ���� 	,�$�C$� $��!�����������. �
����)3/8��>�6$�’���&���	$����	�$���"	?#�
�
&��	��������������������
�
K�����$��������(�’,������������������	��’	��&�*(,����	�$�(�"�*�����!E�$��������
��� 	��		�� *�� �6,�	����� �!���� �	� &�������F��� �� ���&�� ����������	� !(� �,,�(��&� *��
�,,��,���������������������	����	�����	��		�	��

i � +& i� � +�& iK � +K& h � hn &��
P����+��	�*����������������������	��������o �����$��	�����!E�$������������������#�
K�����"��"����	��$�*������’������������	�$�	�������!��!�	������������)�	�	�	��		�
,��������

+KL � W �KL �JMNNNO
�h��&�

"*����

JMNNNO � �:
< p3 p ���8p � h � 

:h3 q9�
�	� *�� ����)�	�	� �L�$���� 	��		�� ���� W �KL� �	� *�� ���� ��� �L�$���� �����	�$� 	����� ���� *��
)3/8�������. �$����	,�����&���	’,��	$��,�,#��*��$��	�’������"��	�*’	�"�����
�	�

hn � hn�+�� � �hn�+�+K���*�
K���*(,�����	�$��������	�*����������+�	�	���,��$���!(�*���������������������	���������r���
������	���������$��	�’������"�����*���������	��		��*������	��		��	�&������	�

h � h�r����*�
�*������’�������*�����	�$������������&��������	��4����	�

r�� � �s � sK�r���&�
"*����s � t^tu	�	�*�����������������
�	������������sK��	�*�������	�$�,��#��K���	��,��$�(��"��
�		’���F����,��	�$�	,�����������������������’��	��*’	�vK � k	����sK � +K#��
�
K���� *����� "�� "���� &���� *�� ����’���� ��"� ��� *�� �L�$���� �����	�$� 	����� ���� *��
������!���$����!’���	#�
�

�
��D�����/01.�*���!E�$���������	���!��’����	�����	�*��V�’�������������	�����������	�����*������
��	’���&������*��	,�$�C$�$���������������’����������	*����������	#�
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Jw � xJ� CeWd ƒ£��� � ��Wd& W �d� ƒ£��� � <��&�
"*���� *�� �����	�$�	����� �	� ��,��	�����!(� *��,��	�$�	������Wd�������� �	� *��$’�������
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JMNNNO � Jw fl -& W �d � -& �JMNNNO � Jw�W �d � -��*�
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�
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�
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a = v12

v14

b

c = a×b

3

b = v14 - a
a�v14

a�a
� a�b = 0 

ey

ex

4

1

p

ez

b = c x a  
d �� ez

a

2

3

5 7

8

c = a x d

a is set parallel to the 
line segment connecting
p to the element center.

d is set parallel to ez.

input(p) � {a} � {c} � {b} 

6

a

b = c × a d

c = a × d 

a,d are input.
The computed
axes do not
depend on the
element.

c is orthogonal
to the a,d plane

b is orthogonal
to the c,a plane

c = n

ainput

b = c×a

 

a = ainput - n  
ainput�n

n�n
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x

x
y

y

z

v

v

b = n×a 

a = v×n 

c = n

c

a

b �� v

p

v Taken together, point
p and vector v de�ne
the axis of symmetry.

a = b×c

c is parallel to the segment
connecting the element
center to the symmetry axis.
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�=1, isotropic hardening

�=0, kinematic hardening
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The bulk unloading modulus is used
if the volumetric crushing option is on 
(VCR = 0).  In thiscase the aterial's response
follows the black arrows.

Loading and unloading (along the grey
arows) follows the input curve when the
volumetric crushing option is off (VCR = 1.0)
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0

Piecewise linear curve defining

the yield stress versus effective

plastic strain.  As illustrated, the

yield stress at zero plastic strain

should be nonzero.
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Curve extends into negative volumetric 

strain quadrant since LS-DYNA will 

extrapolate using the two end points. It 

is important that the extropolation 

does not extend into the negative 

unloading and

reloading path

Unloading is based on the interpolated Young’s 

moduli which must provide an unloading tangent 

that exceeds the loading tangent.

 �ij

Strain: -�ij
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Force
gauge

length

thickness

width

Section AA

AA

� gauge length
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change in gauge length

gauge length
=
�L

L

applied force

initial area
=
F

A0
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�������	������������������������#����������4	�!���"#�

*#�� D/� ��� �� ����� $’���� ��� *�� K�����&� ����� /��&���� >K�/?� ’�����
������� 	�����,�*	#� � D�� *�� �����$’������!	$�		�	� ��,��	���������
	����	�"*�����������	���,��	�����E���	����	#��/�C������(�"*���
�,����1�
��	�’	��#�����������4	#�
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	6��7
���’	���	’!��’�����	�$�����#�

	6��7
’	���	’!��’����?(+<0/�� ����.8=���;��	�$�����#�

#$(�� #��	6��7
 ����� $’���� ��C���&� !��6���� 	��		� �	� �� �’�$���� ��
!��6����	���������*�������&��’��@�	�����	$’		�������*��
����’������	�$����!���"���������C�����#�

#���	��7� �&������

#$%�� #��	6��7
 �����$’������C���&�	*����	��		��	����’�$�������	*����
	����� ���� *�������&@� 	��� ��	$’		���� ��� *�� ����’���
����	�$����!���"���������C�����#�

#���	��7
 �&������

�"-,+*$! "�<�

�*���L�$����,��	�$�	�����’	������*�	��������	���C������!��,��	�$�"��4��7’������#��
.� $��	�7’��$�� ��� *�	� �	� *�� ���� ,�������	� ��C���� �	� �’�$���	� ��� �L�$���� ,��	�$�
	������*��������&�>��?�����$����	*�’���!��’	����	��������$������$���#��K�����	��$���*��
*�������&�$’��������P��O����	�*��	��		��	��’�$�������	���������’���6������	�������*��
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������&�����$�����N��D/�$’���� 	*�’���&���� *�� �����������’��� $*��&���	� �’�$�������
	����� ����’���6���� ��	���� ��� *��������&�����$�������� �����$’����&�����!(���� 	*�’���
&���� *�� 0�’�&J	� ���’�’	� �	� �’�$���� ��� 	����� ���� ’���6���� ��	���� ��� *�� ������&�
����$���#� �3,������(�� *�� $’���� $��� !�� 	’!	�’��� ���� �� �!��� ��C���&� *�������&� �	�
�’�$�������,��	�$�	���������>P��O��?����,���’���>P��O�+?�����,���	�����>P��O���?#��
�
86$�,���	� �����*���’����!��������$’���	���C�����	� �’�$���	����,��	�$�	����� ��� *��

�`Ó�����£-Ó�����$���	���#�#��A�����A<�����P��O���������&�������`�����£-��	���K���	$*���
�#��#��T����U#���*��*�������&�$’���	�����*������C�����	����	’����	��		��	��’�$�������
���	’���� ,��	�$� 	����� ���� ’���6���� ��	���� ��� *�� ����$���� ��� �����	�� �#�#�� �	�
����������������6,����������	��&�’	��&���	�������,��$��’��#���*���,������!��6����
���� 	*���� *�������&� $’���	� ��7’���� 	���� �’�*��� ���!�������� �	� "�� �		’��� *�� ��
!��6�������	*�����	�������	�*��*���’��	��		���	������*����������	(	����6,��		���
�	�
�

h � wJ -- ÔJx & J � -&�
�	����’�$�������*��>,��	�$?�	�������	���

i � 8WI -- ÔW\9 & WI � -& W\ � -&�
�*����,’�*�������&�$’���	�����J ��	��’�$�������WICW\#��*��Ô�	�&���!������	��&’�	*�	�
!�"����*��!��6����>C?�����*��	*����>�?�$�	�	#� �)���������*��$’���	���C���&�*��j�
���’�	������	��’�$�������*�����	’����,��	�$�	���������’���6������	�������*������$����
��������	#���*�	��$’���	��������	���������������(���!��’	���"�*�*���L�$����	��		�
����	�����,��,����	����*���$’��������#���*���L�$����,��	�$�	��������	����$���$����
"�*�*��,��	�$�	�����$��,����	�����*�������$���	�*���*��������&�����$����������(�
!�� 	���"*�� $���’	��&� �� *��’	��#� ��*�������� *������)�	�	�"��4��7’�������,��	�$�
	����� �	��’,’��	�*�	��(������!���^�� ���P��O������ �����(���� *�������’�	� �	���C�����	�
�’�$�������*��,��	�$�	����#�
�
�*�� j����’�	� ��� $’���	� ���� ��C���� �	� *�� ����� ��� ��	������’	� "��*� $*��&�� ��
��	������’	�*�$4��		�$*��&�#���*���	���		’���*��*��"��*�������*�$4��		�4�����
���	’�����	��’�$�������	����#���*���*��$����	,�����&�j����’�	��	�&�����!(��

j �
���W °�
�4�W °4 �

�*�����	���,�$�(�����$��������ˆ�����,�����	��		��	���C�����	��
ˆ � l/FI C F\/r C l/FI � F\/r C �/<F\/r � <Jwr�

"*����Jw��	�*��(�����	��		�����FK�I�\�����&�����!(��
FI � J� C ¡J•

< �
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�������:���� ����
������

F\ � ÕÖ
Ö×�J� � ¡J•

< �
\

C n\0�•\ �
D�� 
%�O���� *�� ���	���,�$� �������� $��	��	� l& �& ¡�lm��n� ���� �!������ *��’&*�
j��& j^_�lm��jƒ���

l � < � <�8 j�� C j��
9 8 jƒ� C jƒ�9�� � < � l�

¡ � �8 j�� C j��
9 8 C jƒ�jƒ� 9�

�*�����	���,(�,��������n��	�$��$’�������,��$��(#��.$$�����&���%��������������*��j�
���’���"��*���*�$4��		�	�����������������(���&���}�$���!��$��$’�����������

jØ � <�Jwr
�µˆµJ� C µˆµJ•� JØ

� �

"*���� JØ� �	� *�� ’���6���� ��	���� ��� *��}� ����$���#� � �*�	� �6,��		���� $��� !�� ’	��� ��
��������(�$��$’����*�����’�����n#�����} � �`�������C������’�$�������	��

�{n| � <�Jwr
�µˆµJ� C µˆµJ•� JØ

�  � j^_�

.����������	���$*��	�’	�����C���*�����’�����n#��D��
%�<������������,�������	�l>.%?���>�%?��¡>P%?������n>
%?�����’	�������$�(#�
�
�*���L�$����	��		��&������	�
�

J¨PP � Þ
< {l/FI C F\/r C l/FI � F\/r C �/<F\/r|ßI°r

�

$���!���’,’���*����&%>+����!�	��*��’&*�H/8KD18I).�8�D.�IPD��3�D8�#�
�

�� !�� "#$� %�$&"’�(��%� (������������

� �$6�*� �!!- 6+!�#� �#7- 2! "�� �

8L�$�������		� �� �� �� �� 8L�$����	��		�J¨PP��	����!����
�
K�����$��$�������$’!�$�>K��?��������	��� � ���	���$�����������������!��(�$�������
$’!�$� >%��?��������	�� � ˆ���(�!��’	��#� � �*�� (����� 	���&*� ��� *���������� $��� !��
�6,��		���������	����������m��

J• � �Ws � �]W•d C W 7das�
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"*����W•d��	�*�����	�$�	�������(���������W 7d�	�*���L�$����,��	�$�	�����>��&���*��$?#��D��
�D90� �	� 	�� �� F����� *�� 	����� �� (����� ��� ��’��� !(� 	�����&� ���� *�� ����	�$���� ��� *��
�������(����	�$�������&��7’�����"�*�*��	�����*�������&��7’������

J � 1W�J � �Ws�
"*�$*�&���	�*�����	�$�	�������(������	��

W•d � 81�9
Is�I�

D���D90�(������	����F��������&������*����#���*����

W•d � 8J•� 9
Is�

�*���*���������!���*�������&������	���$�’���*��N�$���7’�����&�����!(��

JÙ�Wd� � l � �6�BX�&�
*��9�	*��7’�����&�����!(��

JÙ�Wd� � ��W� C Wd�s � n&�
����C����(�*��P�$4���*��!(��7’�����&�����!(��

JÙ�Wd� � l � �6�BX�“*�
K���*��9�	*�*�������&���"��*������,����������*�������!����
D��	�*��	������#�#�����	��
�� F���� *�� 	����� �� (����� �	� ���������� ��,��$��(� ����� *�� ����	�$���� ��� *�� 	�����
*�������&��7’�����"�*�*������������	�$��7’����#�
�
��� ��$�’��� 	����� ���� �L�$	� ��� *�� ������ "�� �’��,�(� *�� (����� 	��		� !(� �� ��$���
��,�����&� ��� *�� �L�$���� ,��	�$� 	����� ���#� � �� ’	�� *�� ��",����(����	J������@�
*��$��*��(�����	��		�$���!��"������	��

JÙ�Wd& W �d� � JÙu �Wd� æçŁ
çØ C �W �d

2�
I°d

øœß
œü�

"*����JÙu ������	�*��	��$�(�����	��		��2�����n�������������,�������	������W �d ��	�*��
�L�$���� ,��	�$� 	����� ���#� � �*� P�#8W#�� 	����� ���� �L�$	� $��� !�� ��C���� ’	��&� ��
�!�������"*�$*���$*������$’�������*���!�����C��	�*��(�����	��		��	��’�$�������,��	�$�
	����� ������&�����	��������#� � D��$����	� ��������������"*��� *��	��������� �	� ���&���
*���*�������(�$’�������*���!����*���!����	��6��,���������*��	�������������$������
C���*���,,��,�����(�����	��		#��
�
.� 4������$� *�������&������� �	� ��,�������� �����"��&� *��"��4	� ��� �*�!�$*�� ����
��’		�����#��.�!�$4�	��		�Ú��	������’$���	’$*�*��*���L�$����	��		��	�$��,’����	��

J¨PP � J¨PP�JII � <}II � }\\& J\\ � <}\\ � }II& JI\ � }I\��
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�*��!�$4�	��		��	�*��	’�����’,�����’�����	��$$�����&����

}KL � � }KLN
^

N�I
�

����*������’���������$*�!�$4�	��		�$��,������	��	������"	��

O}KLN � 2N 8lN
»KL

J¨PP � }KLN 9 OWd�
"*����2N� ���� lN� ������������ ,�������	�»KL� �	� *�� ��������$� 	��		� ��	����J¨PP� �	� *��
�L�$����	��		�����Wd��	�*���L�$����,��	�$�	����#���*��(�����$���������	�����*�	�$�	��
����C����$$�����&���

Y ]U&Û& Wda � J¨PP�JII � <}II � }\\& J\\ � <}\\ � }II& JI\ � }I\�
� xJw, �Wd& W �d& -� � � lN� � �˛›��2NWd��^

N�I
Ü fl -�

��� ������ ��&�� *�� �6,�$��� 	��		� 	����� ��	,��	�� ����’���6���� 	��		#� � �*�� $��$’�����
�L�$����	��		��	�	��������*�	��(������!���^�#�
�
 �*� *�������&� �’��� P��O����� *�� Z�"� $’���	� ��� �� �!��� ��C������ $��� !�� !�	��� ���
��L�����,���	��������’�	#� �P��$��Z�"�$’���	� $���*�������(��&�	*�,�	��	���C���� ���
*�� $����	,�����&� �!��#� � K��� �6��,���� *��,��	�$� 	�������	��!’���� �	� �!������ ��� ��
C�	� 	�,� ��� �� "��	�&�� ,��$��’��� �	� �������F��� ��� *�� ��6� 	�&�� "�*� HD1D�D.�I�
���8��I�P8��� ���� $����	,�����&� ���’�	� ���� 8
�#�  �*� P��O���� *�	� ,���	����� �	�
�������(����	���������*�	��(������!���^����������	��		�	������*���*�	��(������!��	�����
	����F�����		’���&�*��*��,���"�	�	’!E�$����������������&�,*�	�#�� �*�8
����"�
	��������*�	��(������!��� ^�� *�� �!��� ���4’,� ���� *�� �$’��� (����� ���’����(���"�!��
’	���������,����������L�����(�	*�,���Z�"�$’���	#��

��1$ *+-��7- !�- "��1"-��"�* ��$-�#!-$ ��2$!4#��
�9�� ��#4��!�,�!$*�1"-, �.<�

 *���*���,����1�
��	�’	��������$4��&�����’���$���������	��$���������$$�’������*��
�����������	�����,�*��L�$����	*��������������&#� �%�	������*������������K�����&�
�����/��&����>K�/?�����*���������	�����,�*��*��K����!���(�D���6�>K#D#?��	�$��$’�����
��������(�����������*��������*��’&*�’�*��	��’�������’�����#���*��������K#D#�����
*�	��(���������(���������	�	��������*�	��(������!���^�����.�&%>+�C��	���$$�		�!��������
����0’�����
� ���’� ��� &(3�������� ��#�#� � D�� �������� �� *�� K#D#� �’,’�� �*��� ’	��’��
�����������	���������*���*�	��(������!��	�$���!����’����	������"	��

��� K����!���(�D���6��^��

��� �����������>���,�����������	�������$�����A��E���	�������$�����?��^��

��� 8L�$����	����������*��,�������	���,�$��		’�,�����^��
�
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������!���*���’,’����*�	��*�	��(������!��	���*��.�&%>+�C��	��18D
�����*��H/.�.�
%.�8I8Y�81�I%D1.�0�$�����’	�!��	���������	��#���*��*�	��(������!��	�$�����	��
!�� ,����� ��� *�� ������� 	*��� !���4� �	� �� $����� $���’�� ��,�� �$$�		�!��� �����
����0!��1���0#���� ���’#� � �*�� ����6� ���’�� 	��	� ����� �#��� "�*� *�� ��	�� ��� ��$4��&�
����’���"*��������$*�	��#�#���*��K#D#��	�$��$’�����!�	������$���$����L�$�	�������*����
�	��6,�������������’���,�&�	����H).�I���#���*��*�����$���!�$4&��’���!�	������"��
,�,��	�$�����	��!����’���������’���,�&�	����H).�I���#�
�
 *���.�&%>+�C��	�����’	�����,���*��*�	��(������!���^��>*��K#D#?����$�����$���’���*��
���’�����*��#���,’�����"�����’��������0!��1��������	���!��	����#����������&�*��
*����$4��&�����’����$$’�	����(�"*����������&������,���	�*��’&*�*��*�$4��		�*����
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WK � qK � �
�*����&��������*��,���$�,�������&����	�>��&��������,���$�,�����&�������&�	����	?�����
	����� ��� ��� ��!����(������� �	� �6��� *�	��(� �����!��	� �G�� ���� ���� �+� ��� 8/�O��� ���� �	�
�6���*�	��(������!��	��+����������������8/�<��#���>����18D
P����H/.�.%.�8I8Y�81�I�
%D1.�0������’,’�����6���*�	��(������!��	#?��*��	��$*�����	�������’���!(�	�����&�

Typical unloading
curves determined by
the hysteretic unloading
factor. With the shape
factor equal to unity.

Unloading
curves

Typical unloading for
a large shape factor, e.g. 
5.0-8.0, and a small 
hystereticfactor, e.g., 0.010.

Strain Strain

� �

� � .+-��:����=��%�*���������*����"����	�(�’��*���������������



�:��8��38�
�)��8���:� �:��8���


����
������ �������:����

���� *�� ��&�����’�	� ��� *�� ���� 	��$*� ��	���� �KL�� "*�$*� �	� �!������ ’	��&� �� ,�����
��$��,�	��������*�������������&�����������6���KL#����$����*����

�KL � jKN`NL � �KNjNL�
�*�� ’,���� ��� �KL� �����"	� *�� �’����$���(� 	�!��� �,,���$*� ��� ��(���� ���� K����&���
T��+�U#��.����	�����&�����*��,���$�,���	��$*�	��"��$��,’��*������&����	���������*��
����&����	� ���� $��,��		����� *�� $����	,�����&����’�	� ��� *���������� 	��		�	��0K� ����
����,�����#��D��*������&����	�������	�����*����������	��		�	�����&�����!(�

0K � 1WK�
����*����’$*(�	��		�	����*��,���$�,���	(	���!�$����

JK � 0KqLqN
��*�

�*�� 	��		�	� $��� ��"�!�� ���	������� !�$4� ���� *�� &��!��� 	(	��� ���� *�� ������ ���$��
$��$’�����	#�

��,$-;#<�

��� �7$/� 	"�#!$�!� $�%� ?/#!�-�! 7� 5�*"$% �.=� � *���*(	����$� ’�������&� �	�
’	���*����������&�"���������"�*��’�������&�$’�������*����$�(�$��	����~���	�
	����F���#��D��~��	����F����*����$�(���*�����&�����������&�$’�����	�&��������
!(�*���6,��		�����

 � 6�{,��*�
��� �+*;� ’ #7"# !/=� � �*�� !’�4� ��	$�	�(�� "*�$*� &������	� �� ���� ��,������

,��		’������(�$�’	�����’��6,�$������’����$���	,��	�������$��	�7’���(�� ��
�	��,������"�*�*�	������#�

��� ?/#!�-�! 7�5�*"$% �.��$7!"-=� ��*��*(	����$�’�������&� ��$��� ��	’�	� ��� *��
’�������&� $’���� �� ���� !����*� *�� ������&� $’���� �	� 	*�"�� ��� K�&’���)�����
�*�	� ’�������&� ,������	� ����&(� ��		�,����� "*�$*� �	� ���	���!��� ��� $������
4���	��������#�

 �� �+!2+!=��1���*��	��$��*�	���������*�	�����L�$����,��	�$�	������*����������
����&(�,�������������’����	�"���������*���’,’����!�	�	#�

"�� �$!���11�7!#=�������L�$	������$$�’��������*��’&*����������	$����	�$�(�!(���
$�����’�������&�������*�������

JKL� � . �KLNæ
,
� �f � 0� µWNæµ0 �0��&�

"*�����KLNæ�f � 0���	�*������6������’�$���#���*��	��		���	����JKL� ���’&���	�*��
	��		�	� ���������� ����� *�� ������ JKL� @� $��	�7’���(�� *�� C���� 	��		�� JKL�� �	�
�4����	�*��	’����������*��"��$����!’���	��
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���$�� "�� "�	*� �� ��$�’��� ���(� 	��,��� ���� �L�$	�� *�� ����6����� �’�$���� �	�
��,��	�����!(��������������*��
���(�	����	��

��f� � }� C � }r
‡

r�I
6�{¢,�

&�����!(��

��f� � 1�6�{S,�*�
�*�	� ������ �	� �L�$����(� �� )�6"���� Z’��� "*�$*� $��	�		� ��� �� ���,��� ����
	,���&����	����	#� � ��$*���$���F��*�	����*�� ��,’�!(���0�’�&B	����’�’	��1�&�
������$�(�$��	����~I*� � �*�� ����’������ �	�,��������� ��� *�� ��$��� 	(	������
,���$�,���	��$*�	�"*�������(�*��,���$�,������’�	����	��		�����$��,’�������
���6����$�’,���&��	��������#�����	�7’���(��*�����������	��������’������*�	�
��������������	�’��L�$���!(�*�	�����������������L�$	#���*�����������������
�L�$	� ��$�		���	� "����� ���������� *�	��(� �����!��	� ,��� ���&������ ,���#��
�*��$�	����������(�����*�������*�	�������$���	�,�������(������*�������
��Q�����!��R�*����$���	(	������,���$�,���	��$*�	#�

2�� � ,�� �!�2� � C�=� ��*�� ���� 	�,� 	�F�� �	� !�	������ *�� $’��������	�(� ���� *��
��6��’�����*����	������’	�������&�	��,���1������=�31#��D��=�31��	�’��
��C�����*����6��’��	��,�����*��������&�$’�����	�’	�����	���#
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DISPLACEMENT

F
O
R
C
E

Force increases as ori�ce
is gradually covered.

Last ori�ce

closes.
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� � �� C 	E<C �E<� ��*�

%’����*�������$’����D/��	�	,�$�C����*�����$���	�*���&�����!(��

� � �� C 	Y �E<�x C . � E<� C .< � �
�{E<�|$� ð�"˛ �* & E<�
����òÜC �E<�

C ��E<�¡{E<�|��*�
D��*�	���7’����	��E<��	�*��$*��&��������&*��*���	���

E< � %’���� �$��
 ¤ � ��� �"$�$��
 ¤��*�
�*��$��		�	�$����������� �	���C������� *��	�$����$���� ���� *����	$����!����������	@�
	��� H�8��D31I%8.)#� � �*�� 	7’���� ���� ��� *�	� ����� �	� ’	��� �	� *�� $���$� *�$4��		�
�L	�����*�	��������	�������$�’�������*��$���$�������#



�:��8���� �:��8�)�@?5H5��)�8���:


�

�:��8�)�@?5H5��)�8���:


�*�	� �	� )������� �(,�� ��#� � �*�	� ������ �	� ���� 	��’����&� �	���,�$� $�’	*�!��� ����	#��
5���6�����������6�����	���������’	�������	$��!��*��!�*�����#�
	


 (/.
�
 �
 �
 �
  
 "
 2
 �
 $


1(/,()%*
 ���� ��� �� ���0� ��-0�� ��� ��� ����

�8&*
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �


�


 (/.
�
 �
 �
 �
  
 "
 2
 �
 $


1(/,()%*
 ���� ����� ������� ��� (���� ��&��� ��0���� �

�8&*
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 


	

� ’��)����� � � ��	�)9�)�
�

)D/� )������� �����C$����#� � .� ’��7’�� �’�!��� ��� ��!��� �’	� !��
	,�$�C���>	���H
.��?#�

�3� )�		����	�(�

8� 0�’�&J	����’�’	��1�
��
0� �����$’����D/�&����&�,��		’�������,��	�$�(������&��	����’�$�������

���’����$�	����@�	���K�&’���)����#�

��50�� ����� $’���� D/� &����&� ’���6���� (����� 	��		� �	� �� �’�$���� ���
���’����$�	�����>	���K�&’���)����?#� �.����!	$�		�����’�	�	*�’���
!��,�	�����������(�*����	’�	������$��,��		�����	�������$�’���#��
3,������(�*����	’�	��������	�����	�$���!��������>$����	,����
��&� ����&��������’�	���� *�����’����$� 	����?@� ��� *�	� $�	��
���
N
����������N���"����!���&�����#��

N�� N�	$�’	� ���,��&� $��S$���� >�#���:� ��$��������� ���’��:� �#��@�
����’���	��#��?�


�� 
��		’���$’�L�����*(���	��$� ��	���#� � D��F�����*������’�� �	�	��
�� ������*� ��� n��� *�� (����� ,��		’��� $����	,�����&� �� ��
���’����$�	��������F���#��
��"����!���&�������������	����F���#�
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N
�� N����!��� ,��		’��� $’�L� ���� *(���	��$� ��	���� �	� �� ���$���� ���
,��		’��� (����� ���’�#� � D�� ���F���� *�	�"���� ��������� *�� ,��		’���
$’�L����’��
�#�

��� ���	���� $’�L� ���� ’���6���� ��	���� 	��		#� � /���’�� �	� F���#� � .�
���F�������’���	���$�������������!����	�!���(#�

N��� N����!��� ��	���� $’�L� ����’���6���� ��	���� 	��		� �	� �� ���$�������
*�� ’���6���� $��,��		���� (����� 	���&*#� � D�� ���F���@� *�	� "����
���������*����	����$’�L����’����#�

���.�8� �����$’����D/�&����&���	$������$�������*��,�����’	�(�����$’���	��
��,������’,���*�����’����$�	���������


�� 
��		��J	� ������ "*�$*� �,,���	� �� !�*� ���	�$� ���� ,��	�$�
����������	#��D��’	�!��	�������*����#�#�

=�31� ��L��		� $��S$���� ���� $���$� ������$�� 	�L��		#� � D�� ’���C����
����*���� ��� 0�’�&J	� ���’�’	�� 8�� �	� ’	��#� � =�31� �	� ��	��
$��	������� ��� *�� ������� ���� 	�,� $��$’�����@� *��������� ���&��
���’�	���(����’$��*�������������	�,�	�F�#�

D�K�9� K��&� ���� ��	���� ��	,��	�� >�$���� ���(� ��� ��&����� �!	$�		�� ����
,��	�����������$’������50�?��

	6��7
 ����� $’���� �!	$�		�� ��� ��	���� ��&���� $����	,���� ��
���’����$�	�����

	6��7
 ����� $’���� �!	$�		�� ��� ��	���� ��&���� $����	,���� ��
�L�$���� 	����� >���� ���&�� 
��� "*��� ���’����$� 	�����
����	*�	?�

1�0��8� 1’�!������$($��	������������*�������&�����’����$�	��������#��
1�0��8��	���!(�����’��>���	���*��&?�����$������6$�������#�

��,$-;#<�

��� ’"*+,�!- 7� �!-$ �=� � �*�� ��&���*��$� ���’����$� 	����� �	� ��C���� ��� ���	� ���
*�������������’��������	��

c � �$�����
D���,����D�K�9�O����	�’	����*���L�$����	������	���C�������*��’	’���"�(��

W��� � �<
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��&�"�*������’����$�	��������’�����F���#�

��� �	5��=� � �*�� ����� $’���� ��50�� $��� �,������(� $������ *�� ��	’�	� ��� *��
��	���� �	� >$����	,�����&� �� ��&����� ���’�	� ��� *�� ���’����$� 	����?@� ��� ��
���	�� *��� *�� ����� $’���� �����������"���� ��������� 
��� N
��� ��� ���� N��#�
�*�	��	�*����$����������,,���$*��!�$�’	��*����$�		��(�$����’�(�!�"����
��	��������$��,��		������&����!�$���	��!���’	�>	���K�&’���)����?#�

��� � �*%� �+-1$7�=� � �*�� (����� 	’���$�� �	� ��C���� �	� ��� ����,	�� ��� *�� �7’�������
,��		’��� ���� ����)�	�	� 	��		� ,����#� � �*�	� ����,	�� �	� $*���$���F��� !(� *����
,���	��

(E� *��*(���	��$�$��,��		���������>��
0?��

)E� *��’���6����$��,��		���������>��50�?������

@E� ��*���*��,��		’���$’�L�����*(���	��$�	��		�>
��N
�?��*����	����$’�
�L�����’���6������	����>���N��?�����*���,��������	����,��������50�#�

 �� ? .4��-�0+��7/��#7 **$! "�#=� ����,������*�&*� ���7’��$(��	$�������	� ��� *��
	��������������$�’	��&�	�������*�&*����7’��$(��	$�������	����*��(�����	��		����
����C������’����$� 	����� ���� �	�’	��� ���!���� *�� 	$�����(�����	��		#� ��*��
����C���	����������	��!�������	������"	#��D��10��8��	�<����*���*������C���
	����������	��!������!(������������&�����*���$’���	��������������1�0��8�
	��’����$($��	#���*�������&���	����������	�	��������*�	��(������!���^�#

Volumetric Strain 

True Stress

Pressure Yield (LCPY)

Uniaxial Yield 

Stress (LCUYS)

compressiontension

optional

� � .+-��:����=��%�*���������$�’	*�!�������#��5�������&��	����	�$#�
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�*�	��	�)��������(,���G#���*�	���������������,������	���&���������	$����	�$�)�6"����
������*����&�’,����+����	����*��
���(�	����	��6,��	���������	�’	��’�������������&�
���	�� $����’’�� �’!!��	� ���� 	����� �6,��	���	#� � 8�*��� *�� $��S$���	� ��� *�� 
���(�
	����	� �6,��	���� ��� �� ����6����� $’���� ��(� !�� 	,�$�C��� �� ��C��� *�� ��	$����	�$�
��������$�����!’�4�!�*�����#�

�*�� �������� ������ $��� ��	�� !�� ’	��� "�*� ��������� 	*���	#� � 8�*��� ��� ���	�$� ���
��	$����	�$���(���$���!����C����"�*�*���������������’�����#������$��������������
	*���	�� (�’��’	� 	�� *�� ��������� ����’������Z�&���� H�31��3�I�P8��#� �*� *��
����������,����(�’��’	���	����C���������&�������’��#���*�������������������	�$����
��	$����	�$� ��(���"�	� ��,��������!(�
����		���.�����!����� ���� *�� ��������� 	*���	�
���’���"�	�������,���������,��������!(�
����		���.�����!���#�

	$-%��+,,$-/<�

	$-%��=���*�	�$�����	���7’����#�

���� ��� �-�(� ��&� �&� ���&� �� ��

	$-%��=� �������!���4� ��� *��
���(������	�����	� >������?�����’	���!���"#� �.�	��� ������
!���4����������	�$���(����	���C������������������	*���#�

����� ��� ������� ������ ����(� ��(� ������(� �����(�

	$-%��=���*�	�$�����	���$�’��������������(����*��)3D��5�8�4�("�����,�����	�’	��#�

��� ���$�� ����� ������ ���� � � �

	$-%��=� �5,� ���+� $���	���(�!�� ��,’#� ��*�	� ��,’� �	� ����������� *����6�4�("����
>QHR?�$���#���

��� ������ (�� ����(�� � � � �
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)D/� )������� �����C$����#� � .� ’��7’�� �’�!��� ��� ��!��� �’	� !��
	,�$�C���>	���H
.��?#�

�3� )�		����	�(�

%5�=� 8��	�$�!’�4����’�’	�


�K� ���	����,��		’��������������Z�&�����	�����������	����(#��D��	����
’��(����	����,��		’��	�����	����F���#�

8K� 8��	�$�Z�&��

	6��7� �*����(����	���	$����	�$#�

	6��7� �*����(����	����	�$#��

��8K� �������$�� ��,���’��� ���� 	*��� �’�$���� >�’	� !�� &������ *���
F���?�

.� ���S$��������*��.��*���’	�����*�� ������	��������K���(�	*���
�’�$���	�

%� ���S$��������*�� ������	��������K���(�	*����’�$����

�

��*$D$! "��	+-&��	$-%=� �������!���4����*������
�(������1���������’	���!���"#� �.�	���
������!���4����������	�$���(����	���C������������������	*���#�
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��D/� ����� $’���� D/� ���� ��������$� ����6����� !�*�����#� � D�� ��D/� �	�
&������ $��	��	�ÌK�� ����~K���������������’	��&��� ���	� 	7’���	�
C#������K�&’���)�G�����������6��,�������6�����$’���#�

1�� 1’�!���������	����	*����C#��D��F�����*������’���	�G#��K�"���*���
1�� ���	�"���� !�� ’	��� ��� *�� C� ,���’$�	� ���� �������� ��&�����
	*�������’��#���’�����(��*����6��’���’�!����	�	�����+#�

10n 10n+1 10n+2 10n+3

�
�
�0

optional ramp time for loading

TRAMP time

� .+-��:����=� �����6�����$’���	� ������������$�!�*����������!’�4�!�*�����#��
�*���������������D/� �	� *����������$� 	��		���������!(��� ���	� *��$��	���
���’�������������$�	�����"*����*��	��		�����	������������*������$�������*��
,��	$��!���	��������������������$���������	��*���L�$����	��		���������!(���
���	� *�� �L�$���� 	����#� � ��D/=� ��C��	� *�� ����� 	��		� �������� !(� *��
$��	������’��������’����$�	����� ��,�	��� �����*(���	��$�	��		� ����6�����
�6,������� �	� �� �’�$���� ��� ���#� � K��� !�	� ��	’�	�� *�� ,���	� ��C���� ��� *��
$’����	*�’���!���7’���(�	,�$������*����&���*��$�	$���#�������������������������
����������������������������������	-����/,�K’�*��������*��$’����	*�’���!��	���*�
������C�������*��,�	�����7’�����#��D�����,*(	�$������’�	���������������!(�
���	� 	7’���	� C�� ���/01.� "���� �������� "�*� ��� ������ ��		�&�� ����� *��
�������F�����,*�	���	�$��,����#��D��*�����,���������������&��	���$�’�����*���
*�� ����6�����"*�$*� �$$’�	� �’���&� *�� ������&� ,*�	�� �	� �4��� ���� �$$�’�#��
�*�	��L�$���(������(����!����,����#�
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%��.��� D��*��C��~I���	�	����F�����~\���	�	����%��.����~���	�������	�~\��~^��	�������	�~�������	����#��D��F�����%��.����	�����������!(����
�����������������������	$*���#�

��.)
� 3,���������,���������������&#�

��D/=� ����� $’���� D/� ���� !’�4� ����6����� !�*�����#� � D�� ��D/=� �	�&������
$��	��	�FK�� ����~NK������������������� �� ���	� 	7’���	�C#� � ����
K�&’���)�G�����������6��,�������6�����$’���#�

1�=� 1’�!��� ��� ���	� ��	����� ��� !’�4� C#� � D�� F����� *�� ����’�� �	� G#��
�’�����(��*����6��’���’�!����	�	�����+#�

%��.��=� D�� *�� C��~NI� � �	� 	�� �� F�����~N\� � �	� 	�� �� %��.��=�� ~N�� �	� ���
���	�~N\��~N^� �	� ���� ���	� �~N������� 	����#� � D�� F�����%��.��=� �	�
����������!(���������������������������	$*���#�

��.)
=� 3,���������,���������!’�4�������&#�

�
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)3� D���������	’������#�/���’�	���F���#�

.�
P.� �,�$�C�	�}��	����’�$����������	’��#�
!�����7
 �,�$�C�	���$’����D/#�

������7
 �,�$�C�	�*����&����������$��	������’�#�

%8�.� �,�$�C�	�~��	����’�$����������	’��#�
!�����7
 �,�$�C�	���$’����D/#�

������7
 �,�$�C�	�*����&����������$��	������’�#�
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9.)).� �,�$�C�	�c��	����’�$����������	’��#�
!�����7
 �,�$�C�	���$’����D/#�

������7
 �,�$�C�	�*����&����������$��	������’�#�

)��� )��	’���� �,� D�� *�� ���	’��� �	� �#��� *�� ���	’��� �,���� �	�
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0

Curve extends into negative strain 
quadrant since LS-DYNA will 
extrapolate using the two end points.
It is important that the extropolation 
does not extend into the negative 
stress region.

unloading and
reloading path

Unloading is based on the interpolated Young’s 
moduli which must provide an unloading tangent 
that exceeds the loading tangent.

 �ij

Strain: -�ij
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